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Разработана и исследована математическая модель поступления и обслуживания заявок клиен-
тов в современном контакт-центре в виде системы массового обслуживания с нетерпеливыми за-
просами. К контакт-центрам относятся компании, работающие в сфере транспортных услуг, связи, 
продаж и т. п. На вход рассматриваемой системы поступает стационарный поток запросов. Время 
обслуживания запросов каждым прибором складывается из четырёх фаз. В случае неполучения 
необходимой информации с помощью двухуровневого голосового обслуживания (IVR – Interactive 
Voice Response) запрос клиента с некоторой вероятностью направляется в буфер с неограниченным 
числом мест (третья фаза) и ожидает обслуживания оператором (четвертая фаза), а с дополнитель-
ной вероятностью покидает систему. В течении времени ожидания обслуживания нетерпеливые 
запросы могут покидать систему. В статье представлен алгоритм для нахождения распределения 
вероятностей состояний системы массового обслуживания. Применяя метод моментов, найдены 
решения четырех дифференциальных уравнений системы, определяющие средние вероятностные 
характеристики числа обслуживаемых запросов клиентов на каждой фазе. Предложенная математи-
ческая модель процесса обработки вызовов в виде четырехфазной системы массового обслуживания, 
позволяет оптимизировать деятельность контакт-центра, ускорить процесс обслуживания клиентов 
и оптимизировать расходы.
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SYSTEM WITH MULTI-LEVEL IVR AND IMPATIENT APPLICATIONS 
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A mathematical model for the receipt and servicing of applications in a modern call-center in the form 

of a queuing system with impatient requests has been developed and investigated. Call-centers include 
companies working in the fi eld of transport services, communications, sales, etc. The input of the system in 
question receives a stationary stream of requests. The service time for applications by each device consists 
of four phases. If the necessary information is not received using two-level voice service (IVR – Interactive 
Voice Response), the client’s application is sent with a certain probability to the buffer with an unlimited 
number of places (third phase) and awaits service by the operator (fourth phase), and leaves the system with 
an additional probability. During waiting times, impatient requests may leave the system. The article presents 
an algorithm for fi nding the probability distribution of the state of a queuing system. Using the method of 
moments, we found solutions of the four differential equations of the system that determine the average 
probabilistic characteristics of the number of serviced customer applications in each phase. The proposed 
mathematical model of the call processing process in the form of a four-phase queuing system allows you 
to optimize the activities of the contact center, speed up the customer service process and optimize costs.

Введение
Контакт-центр или колл-центр (call 

center) представляет собой централизо-
ванный офис, предоставляющий услуги 
населению, который используется при 
организации работы компаний, работа-
ющих в сфере транспортных услуг, свя-
зи, продаж и т. п. В современном мире 
контакт-центры играют важную роль. 

Известно из [1], что все крупные миро-
вые компании имеют по крайней мере 
один контакт-центр для обслуживания 
своих клиентов. 

Как известно [2], большая часть опе-
рационных затрат таких центров со-
ставляет заработная плата операторов. 
В связи с этим одной из ключевых задач 
планирования и организации работы 
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контакт-центров является оценка опти-
мальной численности обслуживающих 
операторов. Решение этой задачи не-
возможно без разработки, анализа и ис-
следования математической модели со-
временного контакт-центра, а также без 
нахождения и оценки ее основных веро-
ятностных характеристик. 

В моделировании работы контакт-
центров широко применяются методы 
теории массового обслуживания. Наибо-
лее простой моделью контакт-центра яв-
ляется система массового обслуживания 
M/M/N. Ее называют C-система Эрлан-
га. В этой модели предполагается, что 
процесс поступления звонков является 
пуассоновским, а времена обслуживания 
звонков клиентов имеют экспоненциаль-
ное распределение. Эта модель не учи-
тывает отказы в обслуживании и нетер-
пеливость клиентов. Другой известной 
и достаточно простой моделью является 
система M/M/N/0. Ее принято называть 
B-система Эрланга без буфера. В работе 
[3] исследована система обслуживания 
M/M/N/R−N c конечным буфером и не-
терпеливыми запросами. Ее называют 
A-система Эрланга. В работе [4] опре-
делены характеристики производитель-
ности для такой системы найдены харак-
теристики с произвольным распределе-
нием времен нетерпеливости запросов. 
В работе [5] исследована зависимость 
характеристик A-система Эрланга от ее 
параметров, в [6] рассмотрена возмож-
ность совершения запросами повтор-
ных попыток попасть на обслуживание, 
а в работе [7] рассмотрена система об-
служивания с двумя типами запросов 
с уходом и без ухода из-за нетерпели-
вости. В [8] показана двухуровневая мо-
дель контакт-центра, которая учитывает 
возможность того, что оператор в случае 
невозможности обслужить запрос, пере-
водит клиента на второй уровень, где его 
будет обслуживать другой более компе-
тентный оператор. Обзор литературы 
по моделированию работы контакт-цен-
тров приведен в работах [2, 9]. 

Анализ существующих математиче-
ских моделей показывает, что классиче-
ский подход при их разработке не учи-
тывает некоторые важные технологи-
ческие процессы, которые имеют место 
в современных контакт-центрах. Напри-
мер, очень важными являются: наличие 

предварительного многоуровневого го-
лосового обслуживания (IVR–Interactive 
Voice Response) и досрочное покидание 
системы нетерпимыми клиентами в пе-
риод ожидания ответа оператора.

Целью данной работы является по-
строение обобщенной математической 
модели контакт-центра, учитывающей 
влияние перечисленных выше факто-
ров, ее исследование и анализ, а также 
нахождение и оценка основных вероят-
ностных характеристик. Эта постановка 
в большей степени согласуется с реалия-
ми функционирования контакт-центров, 
хотя и приводит к достаточно сложной 
математической модели.

Математическое описание модели
Структура основных элементов раз-

рабатываемой модели контакт-центра 
изображены на рисунке.

Модель работы контакт центра

Будем полагать, что поступление за-
просов в систему образуют пуассонов-
ский процесс, т. е. процесс прибытия 
происходит по Пуассону с интенсивно-
стью независимой от времени.

Запросы клиентов для получения 
разного рода информационных услуг, 
поступившие в контакт-центр, далее 
обслуживаются устройствами IVR или 
операторами. Обслуживание клиента 
может включать в себя четыре стадии: 
двухуровневое обслуживание с помо-
щью IVR, нахождение в очереди к опе-
ратору и обслуживание оператором:

τ = τ1 + τ2 + τ3 + τ4,
где τi – независимые и экспоненциально 
распределенные случайные величины 
с параметрами μi, которые характеризу-
ют длительность этапа обслуживания. 

С помощью IVR клиент может само-
стоятельно получить необходимую ин-
формацию. IVR система предварительно 
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записанных голосовых сообщений, кото-
рая выполняет функцию перенаправле-
ния звонков внутри контакт-центра с по-
мощью вводимой клиентом на клавиа-
туре телефона информации. На каждом 
этапе IVR воспроизводится голосовое 
меню или аудиосообщение. Будем пола-
гать, что продолжительность таких сооб-
щений в среднем одинакова, а значит па-
раметры μ1 = μ2. Обслуживание каждого 
нового запроса начинается на первой 
фазе. Звонок клиента после первой фазы 
с вероятностью pi переходит к обслужи-
ванию на (i + 1) фазу, а с вероятностью 
qi переходит на третью фазу в очередь. 
А получив необходимою информацию, 
клиент с вероятностью (1 – pi – qi) завер-
шает обслуживание и покидает систему. 
Известно из [2], что около 65 % клиентов 
контакт-центров фактически завершают 
свое обслуживание через IVR. Осталь-
ные 35 % выражают необходимость по-
говорить с оператором.

Если есть свободный оператор, кли-
ента немедленно соединяют с ним для 
обслуживания. В противном случае за-
прос клиента присоединяется к очере-
ди, при этом ему могут сообщать его 
номер в очереди и ориентировочное 
время ожидания. Будем предполагать, 
что длительность нахождения каждой 
заявки в очереди распределена по экс-
поненциальному закону с параметром 

, характеризующим время ожидания 
в очереди. В зависимости от его номера 
в очереди клиент принимает решение, 
ожидать или уйти из системы досрочно 
без обслуживания из-за нетерпеливости. 
Заявка переходит из очереди на третью 
фазу с вероятностью s или с вероятность 
(1 – s) покидает очередь и систему, не до-

ждавшись ответа оператора. Обслужи-
вание клиента всегда завершается после 
третьей фазы, т. е. после общения с опе-
ратором контакт-центра.

Считаем, что от обслуживания 
каждого абонента система получает 
прибыль, в то время как содержание 
оператора требует затрат. Необходи-
мо определить такое число опера-
торов, при котором прибыль центра 
была бы максимальной. Проведем ис-
следование процесса изменения чис-
ла обслуживаемых запросов клиентов 
на каждом этапе, применяя подход, 
описанный в [10].

Исследование процесса изменения 
числа обслуживаемых запросов
Состояние системы массового обслу-

живания в произвольный момент време-
ни t определяется вектором: 

n(t) = {n1(t), n2(t), n3(t), m(t)}T,
где ni(t) – число клиентов, обслуживае-
мых на i-й фазе в момент t, а m(t) – чис-
ло клиентов в очереди к оператору. Слу-
чайный процесс n(t) является четырех-
мерной цепью Маркова с непрерывным 
временем. Определим распределение 
вероятностей

P(n1, n2, n3, m, t) = 
= P{n1(t) = n1, n2(t) = n2, n3(t) = n3, m(t) = m}

и найдем первые и вторые моменты чис-
ла обслуживаемых запросов клиентов 
на каждом этапе. Данный подход при-
менялся в работах [11, 12, 13]. 

По формуле полной вероятности 
запишем систему дифференциальных 
уравнений
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Обозначим характеристическую функцию числа запросов клиентов в такой си-
стеме в произвольный момент времени t в виде:

где  – мнимая единица.

Учитывая, что

из системы дифференциальных уравнений Колмогорова для распределения вероят-
ностей P(n1, n2, n3, m, t) запишем систему для функции H(u, t):

В явном виде не представляется воз-
можным записать характеристическую 
функцию H(u, t), поэтому для нахожде-
ния вероятностных характеристик мате-
матической модели применим метод мо-
ментов, изложенный подробно в [14, 15].

Нахождение вероятностных 
характеристик числа 

обслуживаемых запросов
Согласно методу моментов для на-

хождения моментов первого порядка 
найдем производные 1-го порядка в нуле 
от характеристической функции. Для это-
го необходимо подставить в дифференци-
альное уравнение его решение и продиф-

ференцировать полученное тождество 
поочередно по u1, u2, u3, u4. Обозначив

получим следующую систему четы-
рех обыкновенных дифференциальных 
уравнений, определяющих mi(t):
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Из начального условия H(0, t) = 1, за-
пишем:

 (1)

Поскольку первый начальный мо-
мент является математическим ожи-
данием, то функции mi(t) – определяет 
среднее число запросов клиентов, на-
ходящихся на обслуживании на первой, 
второй, третьей фазе и в очереди перед 
третьей фазой в произвольный момент 
t. Система (1) является линейной систе-
мой дифференциальных уравнений с по-
стоянными коэффициентами. Решение 

данной системы не представляет затруд-
нений, если разбить ее на две подсисте-
мы и решать отдельно.

Учитывая, что в начальный момент вре-
мени в системе на всех этапах отсутствуют 
запросы клиентов, получим решение си-
стемы (1). Найдено, что среднее число за-
просов клиентов, находящихся на первом 
этапе, может выть вычислено по формуле

на втором этапе по формуле

среднее число запросов третьей фазы 
рассчитывается по формуле
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в буфере по формуле

Таким образом, были найдены решения 
четырех дифференциальных уравнений 
системы, определяющие средние вероят-
ностные характеристики числа обслужи-
ваемых запросов клиентов на каждой фазе 
(первые моменты). Аналогичным методом 
могут быть найдены вторые моменты.

Заключение
В данной статье исследуется система 

массового обслуживания с многофазным 
обслуживаем запросов с многоуровневым 
IVR и нетерпеливыми запросами, которая 
может использоваться для моделирова-
ния и оптимизации функционирования 
контакт-центра. В данной модели пред-

полагается, что входной поток запросов 
является стационарным, который не учи-
тывает изменение интенсивности потока 
звонков во времени.  Предложенная мате-
матическая модель процесса обработки 
вызовов в виде четырехфазной системы 
массового обслуживания, позволяет опти-
мизировать деятельность контакт-центра. 
Задача данной модели состоит в обработке 
максимального количества заявок с помо-
щью автоинформатора (IVR), тем самым 
уменьшится число клиентов, переходящих 
на последний уровень (общение с опера-
тором). Такая модель позволит ускорить 
процесс обслуживания клиентов и опти-
мизировать расходы.
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