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В статье рассматривается проблема планирования расписания проекта в условиях множествен-
ных временных ограничений. Ограничение продолжительности работы, временное ограничение 
на конкретные даты и ограничение доступности ресурсов по датам – все эти факторы необходимо 
учитывать при планировании проекта. Ограничение продолжительности работы позволяет опреде-
лить максимальное время, которое может быть затрачено на выполнение проекта. Временное ограни-
чение на конкретные даты определяет сроки начала и окончания отдельных работ и проекта в целом. 
Ограничение доступности ресурсов по датам позволяет учесть наличие или отсутствие необходимых 
ресурсов в определённые периоды времени. Сочетание трёх типов временных ограничений делает 
задачу планирования проекта с ограниченными ресурсами более сложной и интересной. Однако 
это также позволяет более точно учесть все факторы, влияющие на проект, и разработать более эф-
фективный план его реализации с учетом всех временных ограничений. В этой статье мы подробно 
рассмотрим новую задачу планирования проекта с ограниченными ресурсами и предложим методы 
её решения. Таким образом, задача планирования проекта с ограниченными ресурсами является 
перспективным направлением исследований в области управления проектами. Её решение позволит 
повысить эффективность планирования и улучшить качество проектов. Результаты, представленные 
в этой статье, могут быть использованы другими исследователями в качестве ориентира для сравне-
ния и совершенствования.
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The article deals with the problem of scheduling a project schedule under conditions of multiple time 
constraints. The limitation of the duration of work, the time limit for specific dates and the limitation of the 
availability of resources by dates – all these factors must be taken into account when planning a project. 
The limitation of the duration of work allows you to determine the maximum time that can be spent on 
the project. The time limit for specific dates determines the start and end dates of individual works and 
the project as a whole. Limiting the availability of resources by date allows you to take into account the 
availability or absence of necessary resources at certain time periods. The combination of three types of 
time constraints makes the task of planning a project with limited resources more difficult and interest-
ing. However, it also allows you to more accurately take into account all the factors affecting the project 
and develop a more effective plan for its implementation, taking into account all time constraints. In this 
article, we will take a detailed look at the new task of planning a project with limited resources and pro-
pose methods to solve it. Thus, the task of planning a project with limited resources is a promising area 
of research in the field of project management. Its solution will increase the efficiency of planning and 
improve the quality of projects. The results presented in this article can be used by other researchers as a 
benchmark for comparison and improvement.
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Введение
Современная экономика находится 

в процессе постоянных изменений, органи-
зации осознают, что им приходится реагиро-
вать на каждое изменение, заранее предвидя 
следующее. Их ответные меры часто при-
нимают форму проектов. Поэтому умение 
эффективно управлять проектами стало не-
обходимостью. Важными вопросами явля-
ются не только то, когда следует применять 
проектный подход и как работать с  самим 
проектом, но даже то, что на самом деле пред-
ставляет собой проект. Кубасова Т.И. рассма-
тривает проект как управляемое изменение 
исходного состояния любой системы, свя-
занное с затратами времени и средств, ко-
торое достигается использованием средств 
ресурсного обеспечения и подпадает под 
действие ограничений [2]. 

Одним из самых распространенных про-
блем, с которым сталкивается руководитель 
и команда проекта является плохая органи-
зация планирования проекта [4]. Для оценки 
эффективности планирования необходимо 
выработка методики оценки на основе объ-
ективных количественных данных [1]. Про-
блема планирования проекта с ограниченны-
ми ресурсами (RCPSP) широко применима 
во многих областях, таких как управление 
проектами, строительство и планирование 
производства [7]. RCPSP минимизирует об-
щую продолжительность проекта в зависи-
мости от соотношения приоритетов между 
видами деятельности и ресурсных ограни-
чений [10].

Целью исследования является опреде-
лить схему планирования, которая миними-
зирует продолжительность проекта с учетом 
всех трех временных ограничений.

RCPSP с обобщенными отношени-
ями приоритета является расширением 
RCPSP. Обобщенные отношения приори-
тета (GPRs) – это временные ограничения, 
при которых время начала/окончания пары 
работ должно быть разделено по мень-
шей мере или не более чем на промежуток 
времени, обозначаемый как временная за-
держка (минимальная временная задержка 
и максимальная временная задержка соот-
ветственно). Ли и Донг [9] изучили много-
модовое выравнивание ресурсов в проектах 
с зависящими от режима обобщенными 
отношениями приоритета (MRLP-GPR) 
и предложили два подхода к решению: де-
композицию и интеграцию. Де Азеведо и др. 
[6] предложили точный метод, основанный 

на выполнимости и рабочей нагрузке, для 
решения проблемы планирования проекта 
с ограниченными ресурсами с обобщен-
ными ограничениями приоритета (RCPSP/
MAX). Бьянко и Карамия [5] предложили 
новый алгоритм ветвления и привязки для 
задачи планирования проекта с ограничен-
ными ресурсами с обобщенными отноше-
ниями приоритета (RCPSP/GPRs) и целью 
минимального времени выполнения.

Во всех этих исследованиях использо-
вались методы преобразования для GPRs: 
временные задержки от начала до конца, 
от финиша до старта и от финиша до фини-
ша могут быть преобразованы в задержки 
от начала до старта. Следовательно, работы 
зависят от GPRs, которые относятся к мини-
мальным и максимальным задержкам между 
временем начала действий. Однако в про-
цессе планирования время выполнения ра-
боты не обязательно является фиксирован-
ным значением.

RCPSP с календарями ресурсов учиты-
вает время отсутствия ресурсов, что явля-
ется проблемой, очень близкой к реально-
му промышленному проекту. В настоящее 
время исследований RCPSP с календарями 
ресурсов проводится мало. Чжан [11] пред-
ставил метод планирования времени для 
составления расписания проекта с исполь-
зованием одного и того же календаря для 
каждого типа ресурсов. Кретер и др. [8] 
определили проблему RCPSP для решения 
проблем планирования проекта с ограниче-
ниями календаря ресурсов с целью миними-
зации продолжительности проекта. Однако 
они преобразовали остальные три отноше-
ния приоритета в отношения приоритета 
от старта до старта.

Насколько нам известно, не существу-
ет литературы по RCPSP с одновременным 
ограничением продолжительности работы, 
временным ограничением на выполнение 
работы и ограничением ресурсов по кален-
дарю. Эту проблему можно назвать RCPSP 
при множественных временных ограниче-
ниях (RCPSP/MTC).

Материал и методы исследования 
Ограничение продолжительности работы

В процессе планирования и из-за огра-
ниченности ресурсов, используемых для 
выполнения работы, продолжительность 
работы может потребоваться увеличить. На-
пример, работа i выполняется работником A, 
и для завершения i требуется не менее 7 дней. 
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Рис. 1. Два варианта планирования

Работник A работает не каждый день; 
он будет отдыхать в дни 5-7 и 12-14. Та-
ким образом, в процессе составления гра-
фика продолжительность работы i может 
быть увеличена. Как показано на рис. 1, 
схема 1 и схема 2 представляют собой два 
допустимых расписания выполнения рабо-
ты i в условиях ограниченности ресурсов, 
в данном случае работника А, и их продол-
жительность была увеличена до 11 и 9 дней 
соответственно. Однако, если существует 
верхний предел времени для работы i, неко-
торые возможные схемы расписания будут 
неосуществимы. Например, если из-за огра-
ничений, накладываемых на работу i, про-
должительность работы i не должна превы-
шать 10 дней, то схема 2 станет неосуще-
ствимым решением.

Верхний предел времени продолжитель-
ности работы также важен при планирова-
нии и должен приниматься во внимание при 
разработке расписания проекта. Продолжи-
тельность xi работы i может быть выражена 
следующим выражением:

), ;  0,  ,: min max min max min
i i i i i ix x x x x x  > ∈ +∞ =  	 (1)

Временные ограничения  
на задержку работ

Обобщенные отношения приоритета 
(GPRs) – это временные ограничения, при 
которых время начала/окончания пары ра-
бот должно быть разделено по меньшей 
мере или не более чем на промежуток вре-
мени, обозначаемый как временная задерж-
ка, соответственно минимальная временная 
задержка и максимальная временная за-
держка. GPRs можно разделить на отноше-
ния «начало-начало» (SS), «начало-конец» 
(SF), «конец-начало» (FS) и «конец-конец» 
(FF). Эти четыре типа ограничений удва-
иваются, когда речь идет о минимальном 

и максимальном временном запаздывании. 
В частности, минимальное временное запаз-
дывание порождает 

( ) ( ) ( ) ( ), , , min min min minSS SF FS FF
ij ij ij ijl l l lδ δ δ δ   , 

которые указывают, что работа j может на-
чаться (завершиться) только в том случае, 
если его предшественник i был начат (завер-
шен) по крайней мере на δ единиц времени 
раньше. Аналогично, максимальная задерж-
ка по времени 

( ) ( ) ( ) ( ), , , max max max maxSS SF FS FF
ij ij ij ijl l l lδ δ δ δ  

устанавливает, что работа j может быть на-
чато (завершено) не более чем через δ еди-
ниц времени после времени начала (оконча-
ния) работы i. В настоящее время для удоб-
ства расчетов временные задержки от старта 
до финиша, от финиша до старта и от фи-
ниша до финиша необходимо сначала пре-
образовать в временные задержки от старта 
до старта. Этот метод преобразования тре-
бует важного допущения, что каждая работа 
i имеет фиксированное время выполнения 
xi. Однако в процессе планирования вре-
мя выполнения xi работы i не обязательно 
является фиксированным значением, и это 
может быть из-за такого фактора, как кален-
дари ресурсов. Можно сказать, что этот ме-
тод преобразования может давать искажен-
ные результаты.

Как показано на рис. 2, между работами 
i и j существует приоритет FS, а минималь-
ная и максимальная задержки равны minFS

ijl  
и maxFS

ijl . Si и Fi – это время начала и оконча-
ния работы i, а Sj и Fj – время начала и окон-
чания работы j. Время выполнения работы 
i равно xi, и Fi = Si + xi. Время окончания 
работы i и время начала работы j находятся 
в следующей зависимости:

	 min maxFS FS
i ij j i ijF l S F l+ ≤ ≤ + 	 (2)
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Рис. 2. Анализ неосуществимых ситуаций

Временное окно Sj относительно Fi равно: 

	 : , min maxFS FSFS
ij i ij i ijW F l F l+=  +   	 (3)

Формула соотношения запаздывания от FS к запаздыванию от SS такова:

	 ] [, [   : , , ]min max min max min maxSS SS FS FS FS FSSS
ij i ij i ij i ij i i ij i i ij i ijW S l S l S l x S l x F l F l + + = + + + + = + +=   	(4)

Следовательно, временное окно работы j относительно работы i можно выразить через 
следующее уравнение:
	

FS SS
ij ij ijW W W= = 	 (5)

Однако при планировании сначала планируется работа i. Из-за влияния такого фактора, 
как календари ресурсов, время выполнения работы i увеличивается на Δxi. Тем временем 
время начала и окончания работы i равно Sí  и Fí, работа j зависит от работы i, а время на-
чала и окончания работы изменено на Sj́ и Fj́. Временной интервал регулируется следую-
щим образом:
	

' ' ' ' ',: ,
min max min maxFS FS FS FS FS

ij i ij i ij i ij i i i ij i iW F l F l S l x x S l x x   + + = + + += ∆ + + + ∆   
	 (6)

	
' ' ': ,

min maxSS SS SS
ij i ij i ijW S l S l + +=   = ' ',

min maxFS FS
i ij i i ij iS l x S l x + + + +   	 (7)

	 ' '' FS SS
ij ij ijW W W= ≠ 	 (8)

Очевидно, что при увеличении времени 
выполнения работы i, ' 'FS SS

ij ijW W≠  и этот ме-
тод преобразования больше не  эффективен. 

Ограничения в отношении  
календарей ресурсов

Согласно Руководству по управлению 
проектами [3] календарь ресурсов указы-
вает рабочие дни, смены, начало и оконча-
ние обычного рабочего времени, выходные 
дни и государственные праздники, когда 
каждый конкретный ресурс имеется в на-
личии. Информация о том, какие ресурсы 
(например, ресурсы команды, оборудова-
ние и материалы) потенциально доступны 
в то время, когда запланированы опера-
ции, применяется для оценки использова-
ния ресурсов. Календари ресурсов также 

устанавливают, когда и как долго опреде-
ленные ресурсы проекта будут доступны 
на протяжении проекта. Эта информация 
может находиться на уровне операции или 
проекта. Сюда относится учет таких пара-
метров, как наличие ресурса и/или уровень 
навыков, а также особенности различных 
географических мест нахождения. Следо-
вательно, создание надежного расписания 
зависит от хорошего понимания доступно-
сти каждого ресурса и ограничений по рас-
писанию, включая часовые пояса, часы 
работы, отпуска, выходные и праздничные 
дни, графики технического обслуживания 
и обязательства по другим проектам.

Набор типов возобновляемых ресурсов 
обозначается символом R, а каждый тип воз-
обновляемого ресурса – k ∈ R. Календарь 
для ресурса k ∈ R представляет собой по-
шаговую функцию, следующим образом:

	 ( ) [ )
[ )

1,  если в период   , 1   используется ресурс        
0,  если в период   , 1   не используется ресурс    k

t t k
Cal t

t t k
 +=  +

 

( ) ( ) , если  
1, в остальных случаях       

ik R k i
i

min Cal t R
C t ∈ ≠ ∅= 


 

	 (9)
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Может ли работа i быть выполнено в мо-
мент времени t, зависит от того, доступны 
ли все ресурсы, которые оно использует, 
в момент времени t. Если Ri указывает на-
бор типов ресурсов, используемых для вы-
полнения работы i, то расписание работ Ci(t) 
выводится из календарей ресурсов следую-
щим образом:

	

( ) [ )
[ )

1,  если в период   , 1   используется ресурс        
0,  если в период   , 1   не используется ресурс    k

t t k
Cal t

t t k
 +=  +

 

( ) ( ) , если  
1, в остальных случаях       

ik R k i
i

min Cal t R
C t ∈ ≠ ∅= 


 	(10)

При наличии календарей некоторые ра-
боты могут быть прерваны на время переры-
ва в базовом расписании проекта, в то вре-
мя как другие работы прерывать запрещено. 
Выполнение работы, которое может быть 
прервано, должно быть прервано в моменты 
времени t с Ci(t) = 0, и выполнение должно 
быть продолжено в следующий момент вре-
мени τ > t с Ci(τ) = 1.

Время окончания работы i можно опре-
делить по времени начала и календарю ме-
роприятий следующим образом:

	 ( ) ( )
1

i

t
min

i i i i
S

F S min t C x
τ

τ
−

=

  = = 
  
∑ 	 (11)

Результаты исследования 
и их обсуждение

В этом разделе мы формально опишем 
RCPSP/MTC. В дальнейшем мы предполага-
ем, что проект состоит из набора 

{ }0,1, , , 1V n n= … + , n ≥ 1 работ, где 0 и    
n + 1 обозначают начало и конец проекта со-
ответственно. Каждое действие i имеет про-
должительность xi ∈ N, верхний предел xi 
равен max

ix , а нижний предел xi равен min
ix . 

Работа i, если xi > 0 называется реальной 
работой, а набор реальных работ обознача-
ется через V 

r ⊂ V. Работы 0 и n + 1 имеют 
продолжительность xi = 0 из набора фик-
тивных работ V f ⊂ V / V r  Набор видов воз-
обновляемых ресурсов обозначается сим-
волом R, и  для каждого типа возобновляе-
мых ресурсов k ∈ R задается ресурсная 
емкость Rk ∈ N, которая не должна быть 
превышена ни в один момент времени. Ко-
личество ресурсов вида k, которое постоян-
но используется во время выполнения ра-
боты i ∈ V, задается значением rik ∈ N. Для 
фиктивных работ i ∈ V 

f значение rik = 0  
справедливо для всех k ∈ R. Календарь для 
ресурса k ∈ R обозначается Calk(t), и ка-

лендарь работ i ∈ V  обозначается Ci(t). 
Правила расчета Calk(t) и Ci(t) показаны  
в уравнениях 9 и 10. Si ∈ T указывает вре-
мя начала, а Fi ∈ T  – время окончания 
операции i ∈ V. Мы предполагаем, что 
проект начинается в момент времени 0, 
т.е. S0 = 0. Тогда продолжительность про-
екта равна Fn+1.

С помощью параметра ρk мы указываем, 
остаются ли задействованными или блоки-
руются виды возобновляемых ресурсов 
k ∈ R во время перерывов в работах, ко-
торые требуют этих ресурсов (ρk = 1), или 
освобождаются и могут использоваться для 
выполнения других работ во время переры-
вов (ρk = 0). 

Параметр S = (S0, S1, … Sn+1), определя-
ющее время начала всех действий, называ-
ется расписанием. 

Учитывая расписания и момент вре-
мени t, набор всех реальных работ i ∈ V r, 
которые выполняются в момент времени 
t, называется активным набором и может 
быть определен с помощью 

( ) ( ){ }, |r
i i iP S t i V S t F S= ∈ ≤ ≤ .

Тогда, использование ( ),Cal
kr S t ресурса 

k ∈ R в момент времени t в соответствии 
с расписанием S может быть вычислено 
с помощью:

( )
( ) ( ) ( ) ( ), | 1 , | 0

,
i i

Cal
k ik ik k

i P S t C t i P S t C t

r S t r r ρ
∈ = ∈ =

= +∑ ∑ 	 (12)

С помощью введенных обозначений 
можно получить следующую математиче-
скую формулировку для RCPSP/MTC:

Минимизировать Fn+1	 	     (13)

При условии min max
i i ix x x≤ ≤ , i ∈ V     (14)

	 SSmin SSmax
ij i j ijl S S l≤ − ≤ , i, j ∈ V	 (15)

	 SFmin SFmax
ij i j ijl S F l≤ − ≤ , i, j ∈ V	 (16)

	 FSmin FSmax
ij i j ijl F S l≤ − ≤ , i, j ∈ V	 (17)

	 FFmin FFmax
ij i j ijl F F l≤ − ≤ , i, j ∈ V	 (18)

	 ( )
1i i

i

S

i i
t S

C t
ε

ε
+ −

=

=∑ , i ∈ V	 (19)

	 ( ),Cal
k kr S t R≤ , k ∈ R	 (20)

	 , i iS F T∈ ,  i ∈ V	 (21)
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Рис. 3. Схема планирования при множественных временных ограничениях

Цель RCPSP/MTC – найти график, ко-
торый минимизирует продолжительность 
проекта [уравнение (12)] и удовлетворяет 
ограничениям по продолжительности работ 
[уравнение (13)], временным ограничениям 
[уравнения (14)–(17)], ограничения по ре-
сурсным календарям [уравнение (18)] и ре-
сурсным возможностям [уравнение (19)].
На рис. 3 показана структура для решения 
RCPSP/MTC и проиллюстрирована взаимос-
вязь между несколькими ограничениями.

Заключение
В этой статье мы представляем новую 

практическую задачу планирования, на-

зываемую задачей планирования проекта 
с ограниченными ресурсами в условиях 
множественных временных ограничений 
(RCPSP/MTC). 

Цель RCPSP/MTC состоит в том, что-
бы минимизировать общий срок реализа-
ции проекта с учетом ограничений на про-
должительность деятельности, временных 
ограничений и календарных ограниче-
ний ресурсов.

RCPSP/MTC вносит свой весомый 
вклад в разработку практической системы 
поддержки принятия решений для устра-
нения реальных ограничений в различ-
ных проектах.
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